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摘 要: ( k) 性质是 Banach空间中一个重要的几何性质，它与弱不动点性质密切相关。利用
Banach空间及 Orlicz 空间的几何理论，研究( k) 性质在一类具体的 Banach 空间———Orlicz 序列空
间中的刻画问题。给出了赋 Luxemburg范数和赋 Orlicz 范数的 Orlicz 序列空间具有( k) 性质的判
别准则。作为推论，得到了这类空间具有弱不动点性质的一个充分条件。
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0 引 言

不动点问题自 20 世纪以来已成为人们研究的
热门课题之一。近年来，关于非扩张映射的不动点
理论得到了很大的发展，这些理论在微分方程、动力
系统理论、经济均衡理论及控制论等领域有着广泛
的应用。一些数学工作者利用 Banach 空间的几何
性质讨论了定义在非空的有界闭凸集上的非扩张映

射的不动点的存在性。例如，Browder 和 Kirk 分别

证明了一致凸和具有正规结构的 Banach 空间上的
非扩张映射具有不动点性质［1，2］。这些结果将 Ba-
nach空间的几何性质和非线性映射的不动点性质
联系在了一起。此后国内外的一些学者利用空间的
几何性质对非扩张映射的不动点性质进行了广泛的

研究，得到了许多重要的结果［3 － 14］。人们在考虑不
动点性质的同时，引入了弱不动性质的概念。Ba-
nach空间 X称为具有弱不动点性质是指如果 C 是
X的一个非空的弱紧凸子集，T: C→C是一个非扩张
映射( 即x，y∈C，有‖Tx － Ty‖≤‖x － y‖) ，则



T在 C上必有一个不动点。后来，Kirk 在 Banach 空
间中引入了弱正规结构的概念，并证明了弱正规结

构蕴涵弱不动点性质［15］。1994 年，Sims 在文［16］
中引入了( k) 性质的概念，证明了若 Banach 空间 X
具有( k) 性质，则 X 具有弱正规结构，并且给出了
Banach空间 X 具有 ( k) 性质的一些充分条件。因
此，( k) 性质是与弱不动点性质密切相关的一个重
要的几何性质。本文将讨论( k) 性质在一类具体的
Banach 空间———Orlicz 序列空间中的刻画问题，给
出了赋 Luxemburg范数和赋 Orlicz 范数的 Orlicz 序
列空间具有( k) 性质的充分必要条件，从而得到这
类空间具有弱不动点性质的一个充分条件。

1 预备知识

设 X为 Banach空间，X* 表示 X 的对偶空间，B
( X) 和 S( X) 分别表示 X 的闭单位球和单位球面。
瓔，瓗和瓕 分别表示正整数集，实数集和整数集。
定义 1［16］ 称 Banach 空间 X 具有 ( k) 性质是

指存在常数 k∈［0，1) ，使得若{ xn }S( X) ，xn →
w

0 且lim
n→#
‖xn － x‖≤1，则有‖x‖≤k。

下面给出与 Orlicz 空间相关的一些定义，这些
内容请参见文献［17 － 20］。
定义 2 称映射 M: Ｒ→ 0，[ )# 为 Orlicz 函数

是指:

1) M是偶的、连续的凸函数且 M( )0 = 0;
2) 当 u≠0 时， ( )M u ＞ 0;

3) lim
u→0

( )M u
u = 0，lim

u→#

( )M u
u = #。

称函数

( )N v = sup
u≥0

u v － ( ){ }M u ，v∈Ｒ

为 ( )M u 的余函数，函数 ( )N v 也是一个 Orlicz函数。
定义 3 称 Orlicz函数 M 满足 Δ2 －条件( 记为

M∈Δ2 ) 是指存在常数 K ＞ 0 及 u0 ＞ 0，使得对任意
的 u∈瓗，u ≤u0 时，有

M 2( )u ≤ ( )KM u 。
定义 4 用 l0 表示所有的实数序列所构成的集

合。对任意的 x = ( x( i) ) ∈l0，称

ρM ( )x =∑
#

i = 1
( )( )M x i

为 x关于 Orlicz函数 M的凸模。线性集
x∈l0 :λ ＞ 0，ρM λ( )x ＜{ }#

关于 Luxemburg范数

‖x‖ = inf λ ＞ 0: ρM
x( )λ ≤{ }1

或 Orlicz范数
构成 Banach 空间，称为赋 Luxemburg 范数或赋 Or-
licz 范数的 Orlicz 序列空间，记为 lM 或 loM。其子
空间

x∈l0 ∶λ ＞ 0，ρM λ( )x ＜{ }#
继承上述范数也是 Banach空间，记为 hM 或 ho

M。
已经证明 hM = lM ( 或 ho

M = loM ) 的充分必要条件是 M
∈Δ2。
定义 5 对任意的 x∈lM ( 或 x∈loM ) 定义

θM ( )x = inf λ ＞ 0∶ ρM
x( )λ ＜{ }# 。

在文［17］中证明了下面的关系:
θM ( )x = dist x，h( )M = dist x，h( )o

M ，

其 中 dist x，h( )M = inf ‖x － y‖∶ y∈h{ }M ，dist
x，h( )o

M = inf ‖x － y‖o ∶ y∈h{ }o
M 。

定义 6 泛函 φ∈ l( )M
* ( 或 l( )o

M
* ) 称为一个

奇异泛函 ( 记为 φ∈F ) 是指对任意的 x∈hM ( 或

ho
M ) ，有 φ( x) = 0。
引理 1［17］ 对任意的 f∈ l( )M

* ( 或 l( )o
M

* ) 存在

唯一的分解:

f = y + φ，

其中 φ∈F，y∈loN ( 或 lN ) 满足〈y，x〉=∑
#

i = 1
x ( i) y ( i)

( x = ( x( i) ) ∈lM ( 或 loM ) ) 。
引理 2［17］ 若 M∈Δ2，x∈lM，则
1) 对任意的 ε ＞ 0，存在 δ ＞ 0，使得

‖x‖≥ερM ( )x ≥δ
2) 对任意的 ε∈ 0，( )1 ，存在 δ∈ 0，( )1 ，使得

ρM ( )x ≤1 － ε‖x‖≤1 － δ
3) 对任意的 ε∈ 0，( )1 ，存在 δ∈ 0，( )1 ，使得

ρM ( )x ＞ 1 + ε‖x‖≥1 + δ
由于 Orlicz 范数与 Luxemburg 范数等价，所以

引理 2 中结论( 1) 对于 Orlicz范数也成立。

2 主要结果及证明

定理 1 赋 Luxemburg 范数的 Orlicz 序列空间
lM 具有( k) 性质的充分必要条件是 M∈Δ2。
证明:必要性。为了方便，对任意的实数序列 x

= ( x( i) ) ，当 m，n∈瓔，m ＞ n时，记
[ ]x m

n = ( 0，…，0，x( n + 1) ，x( n + 2) ，…，x( m) ，0，…)
若 MΔ2，则存在正数序列 u{ }n

#
n = 1，un 0，
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满足

M 1 + 1( )n u( )n ＞ 2n + 1M u( )n

且 M( un ) ＜
1
2n ( n = 1，2，…) 。对每一个 n∈瓔，取正

整数 mn，使得

mnM( un ) ≤
1
2n ＜ ( mn + 1) M( un )

选取集合 In瓕 ，满足 Card( In ) = mn 且 In∩Im =
( n≠m) ． 令 x = ( x( i) ) ，其中

( )x i =

a， i∈I1，

un， i∈In，n = 2，3，…，

0， i∪
#

n = 1
In

{ ，

这里 a 为选取的一个实数，满足 ρM ( )x = 1。从而
‖x‖ = 1。因为对任意的 τ ＞ 0，ρM ( ( 1 + τ) x) = #，
所以 θM ( )x = 1。从而对任意的 n∈N，有
‖[ ]x #

n‖ =‖x － [ ]x n
0‖≥dist x，h( )M = θM ( )x = 1。

令 i1 = 0，因为‖ [ ]x #
i1‖ =‖x‖ = 1 ＞ 0 及 lim

i→#

‖[ ]x i
i1‖ =‖[ ]x #

i1‖，所以存在 i2 ＞ i1，使得‖[ ]x i2
i1‖

＞ 0。

因为‖ [ ]x #
i2‖≥1 ＞ 1 － 1

2 和 limi→#‖ [ ]x i
i2‖ =

‖[ ]x #
i2‖，所以存在 i3 ＞ i2，使得‖[ ]x i3

i2‖ ＞ 1 － 1
2 。

……
如此继续下去，可以得到自然数序列 i1 ＜ i2 ＜

…，使得‖[ ]x in + 1
in ‖ ＞ 1 － 1

n ( n = 1，2，…) 。

令 xn = [ ]x in + 1
in = ( 0，…，0，x in( )+ 1 ，…，x ( in + 1 ) ，0，

…) ( n = 1，2，…) ，则 xn∈hM 且 1 =‖x‖≥‖xn‖

=‖[ ]x in + 1
in ‖ ＞ 1 － 1

n ( n = 1，2，…) 。因此‖xn‖→

1。对任意的 f = y + φ∈ l( )M
* ，其中 φ∈F，y∈

l0N，有

f x( )n =∑
#

i = 1
xn ( i) ( )y i + φ x( )n

=∑
#

i = 1
xn ( ) ( )i y i = ∑

i = in + 1

i = in + 1
( ) ( )x i y i →0，

所以 xn →
w

0。由
1 =‖x‖≥‖x － xn‖ =
‖ ( x( )1 ，…，x i( )n ，0，…，0，x in + 1( )+ 1 ，

)… ‖≥
‖ x( )1 ，…，x i( )n ，0，0( )，… ‖→‖x‖ = 1，
可得lim

n→#
‖xn － x‖ = 1。又因为

xn

‖xn‖
－ x =

xn － x
‖xn‖

+ 1
‖xn‖( )－ 1 x ≤

‖xn － x‖
‖xn‖

+ 1
‖xn‖

－ 1，

所以lim
n→#

xn

‖xn‖
－ x ≤1。但对任意的 k∈［0，1 ) ，

‖x‖ = 1 ＞ k，这与 X具有( k) 性质相矛盾。
充分性。设 M∈Δ2，若 lM 不具有 ( k) 性质，则

k∈( 0，1 ) ，存在序列 x{ }n S l( )M 及 x∈ lM，满足

xn →
w

0，lim
n→#
‖xn － x‖≤1，‖x‖ ＞ k。因为 M∈

Δ2，所以由引理 2，1) 可知存在 δ∈( 0，1) ，使得对任
意的 y∈lM，若‖y‖≥k，则 ρM ( y) ≥δ。对上述 δ∈
( 0，1) ，由 M∈Δ2 及引理 2，2) 可知存在 δ0∈( 0，1) ，
使得对任意的 y∈lM，若‖y‖ ＞ 1 － δ0，就有 ρM ( y)

＞ 1 － δ
2 。再由 M∈Δ2 及引理 2，3) 可知存在 0 ＜ δ1

＜ min 1，3δ{ }0 ，使得对任意的 y∈lM，若 ρM ( y) ＞ 1 +
δ
2 ， 则 ‖ y ‖ ≥ 1 + δ1。 因 为 ‖

x( )1 ，x( )2 ，…，( )x n ，0，0( )，… ‖→‖x‖ ( n→#) ，
所以存在 i0∈N，使得

‖ x( )1 ，x( )2 ，…，x i( )0 ，0，0( )，… ‖≥k。
因为 M∈Δ2，对于上述的 δ1，存在 i1≥ i0，使得‖

0，…，0，x( i1 + 1) ，x( i1 + 2( )) ，… ‖ ＜
δ1
3 。再由 xn

→
w

0 ，可知 xn ( )i →0 i = 1，2( )，… 。因此存在 n0∈
N，当 n≥n0 时，有

‖ xn ( )1 ，xn ( )2 ，…，xn i( )1 ，0，0( )，… ‖ ＜
δ1
3 。

于是当 n≥n0 时，有

‖xn － x‖≥
‖ x( )1 ，…，x i( )1 ，－ xn i1( )+1 ，－ xn i1( )+2( )，… ‖ －
‖ xn ( )1 ，xn ( )2 ，…，xn i( )1 ，0( )，… ‖ －
‖ 0，…，0，x i1( )+1 ，x i1( )+2( )，… ‖≥

‖ x( )1 ，…，x i( )1 ，－ xn i1( )+1 ，－ xn i1( )+2( )，… ‖ － 2
3 δ1。

当 n≥n0 时，由

‖ 0，…，0，xn i1( )+ 1 ，xn i1( )+ 2( )，… ‖≥
1 －‖ xn ( )1 ，xn ( )2 ，……，xn i( )1 ，0，0( )，… ‖ ＞

1 －
δ1
3 ＞ 1 － δ0

及

‖ x( )1 ，x( )2 ，…x i( )1 ，0，0( )，… ‖≥
‖ x( )1 ，x( )2 ，…x i( )0 ，0，0( )，… ‖≥k，
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我们有

∑
i1

i = 1
M( x( i) ) + ∑

#

i = i1 + 1
M( xn ( i) ) ＞ δ + 1 － δ

2 = 1 +

δ
2 ，故当 n≥n0 时，有

‖ x( )1 ，…，x i( )1 ，－ xn i1( )+1 ，－ xn i1( )+2( )，… ‖≥

1 + δ1。于是‖xn － x‖≥1 +
δ1
3 ( n≥n0 ) ，从而 lim

n→#

‖xn － x‖≥1 +
δ1
3 ，这与limn→#

‖xn － x‖≤1 矛盾。故

lM 具有( k) 性质。
推论 1 若 M∈Δ2，则赋 Luxemburg 范数的 Or-

licz序列空间 lM 具有弱不动点性质。
定理 2 赋 Orlicz范数的 Orlicz 序列空间 loM 具

有( k) 性质的充分必要条件是 M∈Δ2。
证明:必要性。若 MΔ2，则由定理 1 必要性的

证明过程可知存在 y∈S l( )M ，满足 θM ( )y = 1。对任

意的 k∈［0，1) ，取 0 ＜ ε ＜ 1，使得 1
1 + ε

＞ k。因为

lim
i→#
‖ 0，…，0，y i( )+ 1 ，y i( )+ 2( )，… ‖o

= θM ( y) = 1 ＜ 1 + ε，
所以存在 i0∈N，使得
‖ 0，…，0，y i0( )+ 1 ，y i0( )+ 2( )，… ‖o ＜ 1 + ε。
令

x = 0，…，0，y i0( )+ 1 ，y i0( )+ 2( )，… ，
则 x∈ loM 且 1 = θM ( y ) = dist ( y，h0

M ) ≤‖x‖0 ＜ 1
+ ε。
因为lim

i→#
‖[ ]y i

i0‖
o =‖[ ]y #

i0‖
o≥dist y，h( )o

M =

θM ( y) = 1 ＞ 1 + ε
2 ，所以存在 i1 ＞ i0，使得‖[ ]y i1

i0‖
o

＞ 1 + ε
2 。

因为lim
i→#
‖[ ]y i

i1‖
o =‖[ ]y #

i1‖
o≥dist y，h( )o

M =

θM ( y) = 1 ＞ 1 + ε
2 ，所以存在 i2 ＞ i1，使得‖[ ]y i2

i1‖
o

＞ 1 + ε
2 。

……
如此继续下去，可以得到正整数序列 i0 ＜ i1 ＜ i2

＜ … ＜ in ＜ in + 1 ＜ …，使得‖[ ]y in + 1
in ‖

o ＞ 1 + ε
2

n = 0，1，2( )，… 。令 xn = [ ]y in + 1
in ，则 xn∈ho

M 且
1 + ε
2

＜‖xn‖
o≤‖x‖o ＜ 1 + ε( n = 1，2，…) ． 对任意的

f = z + φ∈ l( )o
M

* ，其中 φ∈F，z∈lN，有

f x( )n =∑
#

i = 1
xn ( i) ( )z i + φ x( )n =

∑
#

i = 1
xn ( ) ( )i z i = ∑

in + 1

i = in + 1
( ) ( )y i z i →0，

所以 xn →
w

0。取 k0 ＞ 0，使得
x

1 + ε

o

= 1
k0

1 + ρM
k0x
1 +( )( )ε

。

于是

xn

‖xn‖
o －

x
1 + ε

o

≤

1
k0

1 + ρM k0
xn

‖xn‖
o －

x
1 +( )( )( )ε

=

1
k0

1 + ∑
in

i = i0 + 1
M

k0y( i)
1 +( )ε

+ ∑
in + 1

i = in + 1
M k0

1
‖xn‖

o －
1

1 +( )ε y( i( ))
+ ∑

#

i = in + 1 + 1
M

k0y( i)
1 +( )

















ε

≤

1
k0

1 + ∑
in

i = i0 + 1
M

k0y( i)
1 +( )ε

+ ∑
in + 1

i = in + 1
M

k0y( i)
1 +( )ε

+ ∑
#

i = in + 1 + 1
M

k0y( i)
1 +( )











ε

=

1
k0

1 + ∑
#

i = i0 + 1
M

k0y( i)
1 +( )( )ε

=

1
k0

1 + ρM
k0x
1 +( )( )ε

=

x
1 + ε

o

= 1
1 + ε‖

x‖o ＜ 1 n = 1，2( )，… 。

但
x

1 + ε

o

=‖x‖o

1 + ε ≥
1

1 + ε
＞ k，所以 X 不具有 ( k)

性质。必要性得证。
充分性。设 M∈Δ2，若 loM 不具有( k) 性质，则对

任意的 k∈( 0，1］，存在 x{ }n S l( )o
M 及 x∈loM，满足

xn →
w

0，lim
n→#
‖xn － x‖o≤1，‖x‖o ＞ k。因为 lim

i→#

‖ x( )1 ，x( )2 ，…，( )x i ，0，0( )，… ‖o = ‖x‖o ＞ k，
所以存在 i0∈N，使得

‖ x( )1 ，x( )2 ，…，x i( )0 ，0，0( )，… ‖o ＞ k
因为 M∈Δ2，对上述 k ＞ 0，由引理 2 可知存在 δ ＞ 0，

使得对任意的 y∈loM，若‖y‖o≥ k
3 ，则 ρM ( y) ≥δ。

又 因 为 M ∈ Δ2， 所 以 lim
i→#

‖ 0，…，0，x i( )+ 1 ，x i( )+ 2( )，… ‖o = 0。
从而存在 i1≥i0，使得

‖ 0，…，0，x i1( )+ 1 ，x i1( )+ 2( )，… ‖o ＜ δ
4
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由 xn →
w

0 ，知 xn ( )i →0 i = 1，2( )，… 。因此存在 n0

∈N，当 n≥n0 时，有

‖ xn ( )1 ，xn ( )2 ，…，xn i( )1 ，0，0( )，… ‖o ＜ δ
4

于是当 n≥n0 时，有

‖xn －x‖
o≥

‖ x( )1 ，…，x i( )1 ，－xn i1( )+1 ，－xn i1( )+2( )，… ‖o －
‖ xn ( )1 ，xn ( )2 ，…，xn i( )1 ，0，0( )，… ‖o －
‖ 0，…，0，x i1( )+1 ，x i1( )+2( )，… ‖o≥
‖ x( )1 ，…，x i( )1 ，－xn i1( )+1 ，－xn i1( )+2( )，… ‖o －
δ
4 － δ

4。

对每一个 n∈N，取 kn ＞ 0，使得
‖ x( )1 ，…，x i( )1 ，－xn i1( )+1 ，－xn i1( )+2( )，… ‖o =
1
kn

1 +∑
i1

i =1
M kn ( )( )x i + ∑

#

i = i1 +1
M knxn ( )( )( )i

从而当 n≥n0 时，有

‖xn － x‖o≥
1
kn

1 +∑
i1

i = 1
M kn ( )( )x i + ∑

#

i = i1 + 1
M knxn ( )( )( )i － δ

2 ．

下面分两种情况讨论:

1) 有无穷多个 kn≥1。此时不失一般性，不妨
设 kn≥1 ( n = 1，2，…) ( 否则可取 k{ }n 的子列) 。于
是当 n≥n0 时，有

‖xn － x‖o≥ 1
kn

1 + ∑
#

i = i1 + 1
M knxn ( )( )( )i +

1
kn
∑
i1

i = 1
M kn ( )( )x i － δ

2 ≥

1
kn

1 + ∑
#

i = i1 + 1
M knxn ( )( )( )i +

∑
i1

i = 1
( )( )M x i － δ

2 ≥

inf
k ＞ 0

1
k 1 + ∑

#

i = i1 + 1
M kxn ( )( )( )i + δ － δ

2 =

‖ 0，…，0，xn i1( )+ 1 ，xn i1( )+ 2( )，… ‖o + δ
2 ≥

1 －‖ xn ( )1 ，…，xn i( )1 ，0，0( )，… ‖o + δ
2 =

1 － δ
4 + δ

2 = 1 + δ
4

这与lim
n→#
‖xn － x‖o≤1 矛盾。

2) 有无穷多个 kn ＜ 1。不失一般设 kn ＜ 1 ( n =
1，2，…) 。由
3≥‖x‖o +‖xn‖

o≥
‖ x( )1 ，…，x i( )1 ，－xn i1( )+1 ，－xn i1( )+2( )，… ‖o =

1
kn

1 +∑
i1

i =1
M kn ( )( )x i + ∑

#

i = i1 +1
M knxn ( )( )( )i ≥ 1

kn

可知 kn≥
1
3 n = 1，2( )，… 。从而有

‖kn x( )1 ，x( )2 ，…，x i( )1 ，0，0( )，… ‖o =
kn‖ x( )1 ，x( )2 ，…，x i( )1 ，0，0( )，… ‖o≥

kn‖ x( )1 ，x( )2 ，…，x i( )0 ，0，0( )，… ‖o ＞ k
3

因此∑
i1

i = 1
M kn ( )( )x i ≥δ。从而当 n≥n0 时，有

‖xn － x‖o ＞ 1 +∑
i1

i = 1
M kn ( )( )x i +

∑
#

i = i1 + 1
M knxn ( )( )i － δ

2 ≥

1 + δ － δ
2 = 1 + δ

2
这与lim

n→#
‖xn － x‖o≤1 矛盾。

推论 2 若 M∈Δ2，则赋 Orlicz范数的 Orlicz序
列空间 loM 具有弱不动点性质。
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代法的效率指数为 2
1
2n，拟牛顿迭代法的效率指数为

3
1
3n，改拟牛顿迭代法的效率指数均为 3

1
3n，即拟牛顿

迭代法与改拟牛顿迭代法的计算效率高于牛顿迭代

法，而改拟牛顿迭代法的计算效率与拟牛顿迭代法

的计算效率是一样的。但是，改进拟牛顿算法比拟
牛顿算法少算了一个矩阵的逆，因此对拟牛顿迭代

法的修改是有一定意义的。

6 结 论

本文主要介绍了改进拟牛顿迭代法的形式，证

明了该方法的收敛性，利用数值实验证明了改进拟

牛顿迭代法的收敛阶数为 3 阶，进行了三种迭代法
的比较，说明了改进拟牛顿迭代法的有效性。
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